0.1 Laplacova rovnica

Kruhova oblast

Podme sa pozriet ako bude vyzerat rieSenie Laplacovej rovnice na oblasti
v tvare kruhu s polomerom a, pricom na ohranic¢ujicej kruznici bude dané
predpisané hodnoty (t.j. fyzikalne hladame stacionarne rozlozenie teploty v
kruhu, ak mame predpisant teplotu na ohrani¢ujicej kruznici).

Zadanie naznacuje, ze bude vyhodné pouzit polarne suradnice. RieSime
teda Laplacovu rovnicu v polarnych saradniciach pre u = u(r,0) a0 <r < q,

—r<0<m.
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Body (a, ) v polarnych suradniciach st body kruznice s polomerom a, takze
okrajova podmienka bude u(a,f) = f(0). V polarnych saradniciach teda
riesime rovnicu (1) na obdlzniku. Potrebovali by sme teda este podmienky
na zvyénych stranach obdlznika. Ak si uvedomime, Ze pre dané r body (r,7)
a (r,—m) reprezentuju ten isty bod kruznice, tak teplota v tychto bodoch
musi byt rovnaka a zrejme aj tepelny tok v smere # musi byt rovnaky, ¢o
nam dava podmienky
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To nam naznacuje, Ze po separacii premennych dostaneme pre € okrajovy
problém s periodickymi okrajovymi podmienkami.

Nakoniec ostava strana obdlZnika pozostavajica z bodov s polarnymi si-
radnicami (0, 0), ¢o je pre kazdé 6 stred kruhu. Tu mdzeme predpokladat, ze
hodnota rieSenia v strede kruhu je ohrani¢ena (ak sa na rieSenie pozerame
ako na rozlozenie teploty, tak tato podmienka je rozumné) u|(0,6)| < oo.

Ked teraz pouzijeme metddu separacie premennych, u(r,0) = ¢(0)G(r),
dostaneme po odseparovani a zavedeni separacnej konstanty
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Z okrajovych podmienok (2) a (3) ziskame okrajové podmienky pre ¢ a



tak ziskame okrajovy problém s periodickymi okrajovymi podmienkami
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ktorého vlastné hodnoty su A, "”) =n?pren = 0,1,2,... a vlastné

funkcie st sinnf, cosnf pre n > 0 a 1 (resp. Tubovolna nenulova konstanta)
pre n = 0.
Pre funkciu G dostavame rovnicu
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resp. po uprave
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To je Eulerova rovnica, ktorej rieSenie je mozné najst v tvare G(r) = r?. Po
dosadeni tohoto vyrazu do rovnice ziskame rovnicu pre p a kazdé r

p(p—1)+p—n’r’ =0

z toho p?> —n?=0,atedap=dnpren#0ap=0 pren =0.
Pre n # 0 dostavame dve linedrne nezévislé rieSenia ™ a r

vSeobecné rieSenie pre n > 0 je G(r) = ¢1,,r" + copnr™ "
Pre n = 0 je jedno rieSenie 7° = 1, ¢iZe rieSenim je Tubovolna kongtanta.

Druhé nezévislé rieSenie pre n = 0 dostaneme z priamo z rovnice
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Méame teda

Glr) = ¢l +célnr akn=0
Ciar" +capr™™ akn=123,...
Vdaka podmienke |u(0,60)] < oo, ktord vdaka tomu Ze ¢, su ohrani¢ené

znamend, ze |G(r)| < oo, dostavame, Ze co = 0 a ¢ = 0, pretoze v opaénom
pripade by G(r) bola v okoli 0 neohranic¢ené. Cize

G(r):{él akn=20

car” akn=1,2,3,...

Vysledné stcinové rieSenie je potom

u(r,0) = Ag + Z A,r" cosnb + B,r" sinnf

n=1

Zo zaciato¢nej podmienky potom dostaneme

u(a,0) = f(0) = Ag + Z Apa™ cosnb + Bpa™ sinnb

n=1

a rad na pravej strane je Fourierov rad pre ktorého koeficienty platia vztahy
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pre n > 0.

Priklad: Najdite rieSenie Laplacovej rovnice zvonku kruhovej oblasti s po-
lomerom a a hodnotami na okraji danymi funkciou u(a,f) = f(0) = In2 +
4 cos 36.

Riesenie: Dané oblast je v polarnych sdradniciach uréend nerovnostami
r > a, —7 < 0 < 7 (nalrtnite si obrazok) - je to nekone¢ny péas, zlava
ohrani¢eny priamkou r = a, zhora a zdola priamkami § = +7). Okrajova
podmienka je zo zadania u(a, ) = f(@). Pre horny a dolny okraj buda platit
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periodické okrajové podmienky 7z podobnych dovodov ako v predoslej ¢asti.
Posledna podmienka bude |u(r, )| < oo pre r — oo (opét pre pripad teploty
neocakavame neohranic¢enost v nekonecne). Riesime teda alohu
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s okrajovymi podmienkami
u(a,0) = f(0)
u(r, —m) = u(r,m)
du du

@(Tv —’7'(') = @(73 7T)
lu(r, )| < oo, pre r — oo

Po pouziti metody separacie premennych u(r,0) = ¢(0)G(r) dostavame
pre ¢ rovnaki okrajovi tlohu ako v predoslej casti, takze mame

cosnfl, akn >0
A=n%n=0,1,2,... ¢n(0) = < sinnf, akn >0
1, akn=20

Rovnica pre G bude opét Eulerova rovnica pre n =0,1,2, ...,
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Takze vSeobecné riesenie je
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z okrajovej podmienky |u(r,8)| < oo pre r — oo dostavame podobne ako v
predoslom pripade |G(r)| < oo pre r — oco. Kedze |Inr| — oo pre r — oo a
ak n > 0 tak ™ — oo pre r — oo v G(r) musi byt ¢, =0 a ¢; = 0. Takze

G(r):{él akn=20

conr " akn=1,2,3,...

7 toho dostdvame vSeobecné rieSenie

u(r,0) = Ag + Z A,r " cosnb + B,,r " sinnf

n=1



so zatiatoc¢nej podmienky mame
u(a,d) = Ag + Z Ana " cosnb + Bya " sinnf =1n2+ 4 cos 36
n=1
a vidime, ze

AO :ln2,
Asa™® =4, a A, =0 pren # 3,
B, =0,pre vsetky n =1,2,3, ...

Takze riesenie je

u(r,0) = In2 + 4a’r~ cos 30.
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