
0.1 Laplacova rovnica

Kruhová oblas´

Po¤me sa pozrie´ ako bude vyzera´ rie²enie Laplacovej rovnice na oblasti
v tvare kruhu s polomerom a, pri£om na ohrani£ujúcej kruºnici bude dané
predpísané hodnoty (t.j. fyzikálne h©adáme stacionárne rozloºenie teploty v
kruhu, ak máme predpísanú teplotu na ohrani£ujúcej kruºnici).

Zadanie nazna£uje, ºe bude výhodné pouºi´ polárne súradnice. Rie²ime
teda Laplacovu rovnicu v polárnych súradniciach pre u = u(r, θ) a 0 ≤ r ≤ a,
−π ≤ θ ≤ π.
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Body (a, θ) v polárnych súradniciach sú body kruºnice s polomerom a, takºe
okrajová podmienka bude u(a, θ) = f(θ). V polárnych súradniciach teda
rie²ime rovnicu (1) na obd¨ºniku. Potrebovali by sme teda e²te podmienky
na zvy²ných stranách obd¨ºnika. Ak si uvedomíme, ºe pre dané r body (r, π)
a (r,−π) reprezentujú ten istý bod kruºnice, tak teplota v týchto bodoch
musí by´ rovnaká a zrejme aj tepelný tok v smere θ musí by´ rovnaký, £o
nám dáva podmienky

u(r,−π) = u(r, π) (2)
∂u

∂θ
(r,−π) =

∂u

∂θ
(r, π). (3)

To nám nazna£uje, ºe po separácií premenných dostaneme pre θ okrajový
problém s periodickými okrajovými podmienkami.

Nakoniec ostáva strana obd¨ºnika pozostávajúca z bodov s polárnymi sú-
radnicami (0, θ), £o je pre kaºdé θ stred kruhu. Tu môºeme predpoklada´, ºe
hodnota rie²enia v strede kruhu je ohrani£ená (ak sa na rie²enie pozeráme
ako na rozloºenie teploty, tak táto podmienka je rozumná) u|(0, θ)| <∞.

Ke¤ teraz pouºijeme metódu separácie premenných, u(r, θ) = φ(θ)G(r),
dostaneme po odseparovaní a zavedení separa£nej kon²tanty
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Z okrajových podmienok (2) a (3) získame okrajové podmienky pre φ a
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tak získame okrajový problém s periodickými okrajovými podmienkami

∂2φ
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= −λφ

φ(−π) = φ(π)
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ktorého vlastné hodnoty sú λn =
(
nπ
π

)2
= n2 pre n = 0, 1, 2, . . . a vlastné

funkcie sú sinnθ, cosnθ pre n > 0 a 1 (resp. ©ubovo©ná nenulová kon²tanta)
pre n = 0.

Pre funkciu G dostávame rovnicu
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To je Eulerova rovnica, ktorej rie²enie je moºné nájs´ v tvare G(r) = rp. Po
dosadení tohoto výrazu do rovnice získame rovnicu pre p a kaºdé r

[p(p− 1) + p− n2]rp = 0

z £oho p2 − n2 = 0, a teda p = ±n pre n 6= 0 a p = 0 pre n = 0.
Pre n 6= 0 dostávame dve lineárne nezávislé rie²enia rn a r−n, a teda

v²eobecné rie²enie pre n > 0 je G(r) = c1,nr
n + c2,nr

−n.
Pre n = 0 je jedno rie²enie r0 = 1, £iºe rie²ením je ©ubovo©ná kon²tanta.

Druhé nezávislé rie²enie pre n = 0 dostaneme z priamo z rovnice
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G = c̄1 + c̄2 ln r.
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Máme teda

G(r) =

{
c̄1 + c̄2 ln r ak n = 0

c1,nr
n + c2,nr

−n ak n = 1, 2, 3, . . .

V¤aka podmienke |u(0, θ)| < ∞, ktorá v¤aka tomu ºe φn sú ohrani£ené
znamená, ºe |G(r)| <∞, dostávame, ºe c2 = 0 a c̄2 = 0, pretoºe v opa£nom
prípade by G(r) bola v okolí 0 neohrani£ená. �iºe

G(r) =

{
c̄1 ak n = 0

c1,nr
n ak n = 1, 2, 3, . . .

Výsledné sú£inové rie²enie je potom

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Anr
n cosnθ +Bnr

n sinnθ

Zo za£iato£nej podmienky potom dostaneme

u(a, θ) = f(θ) = A0 +
∞∑
n=1

Ana
n cosnθ +Bna

n sinnθ

a rad na pravej strane je Fourierov rad pre ktorého koe�cienty platia vz´ahy
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π

∫ π
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pre n > 0.
Príklad: Nájdite rie²enie Laplacovej rovnice zvonku kruhovej oblasti s po-
lomerom a a hodnotami na okraji danými funkciou u(a, θ) = f(θ) = ln 2 +
4 cos 3θ.
Rie²enie: Daná oblas´ je v polárnych súradniciach ur£ená nerovnos´ami
r ≥ a, −π ≤ θ ≤ π (na£rtnite si obrázok) - je to nekone£ný pás, z©ava
ohrani£ený priamkou r = a, zhora a zdola priamkami θ = ±π). Okrajová
podmienka je zo zadania u(a, θ) = f(θ). Pre horný a dolný okraj budú plati´
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periodické okrajové podmienky z podobných dôvodov ako v predo²lej £asti.
Posledná podmienka bude |u(r, θ)| <∞ pre r →∞ (opä´ pre prípad teploty
neo£akávame neohrani£enos´ v nekone£ne). Rie²ime teda úlohu
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= 0, r ≥ a, −π ≤ θ ≤ π (4)

s okrajovými podmienkami

u(a, θ) = f(θ)

u(r,−π) = u(r, π)

du

dθ
(r,−π) =

du

dθ
(r, π)

|u(r, θ)| <∞, pre r →∞

Po pouºití metódy separácie premenných u(r, θ) = φ(θ)G(r) dostávame
pre φ rovnakú okrajovú úlohu ako v predo²lej £asti, takºe máme

λn = n2, n = 0, 1, 2, . . . φn(θ) =


cosnθ, ak n > 0

sinnθ, ak n > 0

1, ak n = 0

Rovnica pre G bude opä´ Eulerova rovnica pre n = 0, 1, 2, . . .,

r2
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Takºe v²eobecné rie²enie je

G(r) =

{
c̄1 + c̄2 ln r ak n = 0

c1,nr
n + c2,nr

−n ak n = 1, 2, 3, . . .

z okrajovej podmienky |u(r, θ)| < ∞ pre r → ∞ dostávame podobne ako v
predo²lom prípade |G(r)| <∞ pre r →∞. Ke¤ºe | ln r| → ∞ pre r →∞ a
ak n > 0 tak rn →∞ pre r →∞ v G(r) musí by´ c̄2 = 0 a c1 = 0. Takºe

G(r) =

{
c̄1 ak n = 0

c2,nr
−n ak n = 1, 2, 3, . . .

Z toho dostávame v²eobecné rie²enie

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Anr
−n cosnθ +Bnr

−n sinnθ
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so za£iato£nej podmienky máme

u(a, θ) = A0 +
∞∑
n=1

Ana
−n cosnθ +Bna

−n sinnθ = ln 2 + 4 cos 3θ

a vidíme, ºe

A0 = ln 2,

A3a
−3 = 4, a An = 0 pre n 6= 3,

Bn = 0, pre v²etky n = 1, 2, 3, . . .

Takºe rie²enie je

u(r, θ) = ln 2 + 4a3r−3 cos 3θ.
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